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2維邊界元素法線性元素 

 

    選定線性元素，將下式 

 
 +   =   

* *

i

1
d d

2
 

沿邊界線分割成 n個元素，各元素兩端設為節點，對元素 ie 兩節點座標以 i i(x ,y )

及 i 1 i 1(x ,y )+ + ，函數及法線方向導函數
_

 分別以 i ，
_

i 及 i 1+ ，
_

i 1+ 表示，將其離

散化，得下式 

 
= =

 +   =     
j j

n n
* *

i

j 1 j 1

1
d d

2
            (A)                                                            

由於及
_

 在各元素作線性變化，故無法如採用一定元素時將其提出積分外。將

線性元素選用如下圖所示無因次座標ξ 

 

則對元素 ie 內任意1點的及
_

 值，可以節點值及如下式所示內插函數 

1 i 2 i 1+ =   +    

1

1
(1 )

2
 = −  ， 2

1
(1 )

2
 = +   

表示如下 

j

1 j 2 j 1 1 2

j 1

( )+

+

 
 =   +   =    

 
                  (B) 
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            +

+

 
 

 =   +   =    
  

j

j j 11 2 1 2

j 1

( )                 (C) 

即 

           


    







 
= = +

+

  
 =   

  

  
      =  

  

  
__

* *

1 2
1 1 1

1 2

1

( )

( )

j j

n n
j

j j j

j

i j i j

j

d d

h h

   (D) 

          
j

_
1 *

ij 1h d


=    ，
j

_
2 *

ij 2h d


=                (E) 

同理                                                                

( )

( )

 

+

+

 
 

  =      
  

 
 

=  
  

 
j j

_

_
j* *

1 2 _

j 1

_

j1 2

ij ij _

j 1

d d

g g

               (F) 

                                                               

j

1 *

ij 1g d


=    ，
j

2 *

ij 2g d


=                  (G) 

將(B)～(G)式代入(A)式得 

     
 +  +  + +       

     

    
      

=  +  + +       
          

LL

LL

21 n1 2 1 2 1 2

i i1 i1 i2 i2 in in

32 1

__ _

21 n1 2 1 2 1 2

i1 i1 i2 i2 in in__ _

32 1

1
(h h ) (h h ) (h h )

2

(g g ) (g g ) (g g )

  (H) 

上式元素編號是沿邊界線逆時針方向，j 2時，對元素ej節點j j 值的係數是

為元素ej的 1

ijh 及元素ej-1的 1

1j,ih − 值的和，j＝l時，等於 21

inij hh + 。對
_

 值亦同。
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將上式整理得                       

  

 
   

   
       

 +  =     
   
   

    
  

MLL LL M
M M

_

1
1

_

2
2

i i1 i2 in i1 i2 in

_
n

n

1
(H H H ) (G G G )

2          (I) 

            

1 2 1 2

, 1 , 1

1 2 1 2

1 1 1 1

( 2)

( 1)

− −
= + = +  


= + = + = 

，

，

ij ij i j ij ij i j

i i in i i in

H h h G g g j

H h h G g g j
        (J) 

(I)式對i＝1～n成立，故可將之寫成下列和分形式 

           ( )
= =

 =  =  L
n n _

jij j ij

j 1 j 1

H G i 1，2, ,n                 (K) 

但 

1

2

i j

i j

i j

H i j
H H

H i j






                              

= = 
+         =

  

並可將(K)式寫成下列矩陣形式 

H G
−

 =   

即 

               == − KGH 1
                     

GHK 1−=  

上式表示與
_

 間的1次關係式，將邊界條件代入，可解得或
_

 值，離散元素

不論採用一定元素或線性離散元素，甚至高次元素，與
_

 間的關係式均可以

同樣形式表示，但內容不同。 

    應用無因次座標ξ的Gauss積分公式（Gaussian quadrature），各係數 

值可以下述方法數值積分計算。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%AB%98%E6%96%AF%E6%B1%82%E7%A7%AF
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( )

( )

_
1

1 *

1 1

1

1

2
1

1 1 1
(1 )

2 2 2

1 1
(1 )

4 2

1
(1 )

4 2

0

j

j

i j n

d

j

k
j m

m m
m m

s
h d

n r

s r
d

r n

s r
w i j

r

i j



  


 





 −

−

=

    
=  = −   

    

 
             = − −



 
− − 

             = 


   =

 





l

     

但 2

j1j

2

j1jj )yy()xx(s −+−= ++ ，k表示積分點數，ξm表示積分點無因次座

標，該點的權為wm，rm表示觀測點i（xi，yi）至積分點ξm間距離，r´m表示點i

至被積分元素j間的垂線長度，可依下式計算。 

 cos)yy(sin)xx(r jijim −−−=  

j1j

j1j1

xx

yy
tan

−

−
=

+

+−  

同理 

( )

( )

_
1

2 *

2 1

2
1

1 1 1
(1 )

2 2 2

1
(1 )

4 2

0

j

j

i j n

d

k
j m

m m
m m

s
h d

n r

s r
w i j

r

i j



  





 −

=

    
=  = −   

    

 
− − 

            = 
   =

 



l

   

1
1 *

1 1

1 1 1
(1 )

2 2 2j

j

i j n

s
g d d

r
   

 −

  
=  = −  

  
  l  

i≠j時 

 
1

1

1
(1 )

4 2

k
i

i j m n m m
m

s
g r w

 =


= − − l             

i＝j時 

            
1 3 1

2 4 2 2

i i
i j n

s s
g

   
= −  

  
l                    

同理得 
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( )

12

4
(1 ) ( )

8

5 3

4 4 2 2

k

j m n m m
m

i j

i i
n

s r w i j

g
s s

i j






=


−  + 


= 

    −      =     

 l

l

      

利用上述數值計算，確定邊界上及
_

 值，領域內任意1點值可以下列離散化

和分方程式表示 

n n_

xj j xjj

j 1 j 1

(x) G H
→

= =

 =  −                         

Gxj及 xjH 計算，將Gij及 xjH 式中i點座標以領域內計算點座標(x，y)取代即可。 

 

 

 

回分類索引   回海洋工作站 

 

http://www.港灣海岸工程手冊.tw/OceanData/index_class/thesaurus.pdf
http://www.港灣海岸工程手冊.tw/index.html

