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摘要 

本文乃利用邊界元素法以 Lagrange 之描述流體運動之觀點在時間領域內配合時間之前進

差模式(time marching procedure)分來建立一數值模式，模擬三維波浪之造波、傳遞與變形之問

題，期能藉由此數值模式來模擬實際平面水槽之各種造波問題。考量未來之發展，本文模式在

造波邊界採用較先進並廣為採用的蛇形造波機(serpent-type wave generator) 之造波方式，造波

單元可視為由許多活塞式造波板所組成，本文初步以單方向造波方式模擬孤立波來檢驗模式之

正確性，解析過程並考量自由水面之非線性條件。本文對三維水槽各邊界之元素分割方式採取

將邊界分割成許多四邊形線形元素。由於計算矩陣相當龐大，需要相當快的運算器與龐大的記

憶體容量，故在矩陣計算上採用所謂的平行電腦運算技術來解決此問題以便增快運算之速度並

增進結果之精確性。經實際模擬孤立波之造波後得到令人滿意的結果。 

 

Development of 3-D Wave Basin by BEM (III) 
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ABSTRACT 

This study investigates a numerical simulation of three-dimensional wave making problem of 
fully nonlinear water surface condition by boundary element method with linear tetragon- elements. 
The numerical scheme is based on the Lagrangian description together with finite differencing of the 
time derivative. An algorithm to generate wave with any prescribed form was also implanted in this 
scheme. In this study a multidirectional piston wave generator is selected, well known as 
“serpent-type wave generator”, although it is clear that paddle of any desire type can be simulated, 
unidirectional solitary wave is simulated for simplicity. When it encounters singular points in 
mathematics and geometry, conformal mapping and triple-node method are applied respectively. We 
will consider several smoothing methods to smooth the results.

一、前言  
數值模式之建立除了需仰賴精確的數值方法

外，更需要有適合的工具來完成極為複雜的計算。

在電腦尚未普及之年代，往往需仰賴大型的工作站

來完成，故對於數值水槽的開發雖已有很長的歷

史，但從早期的造波理論開始，早在 1929 年即有

Havelock 之造波理論出現，隨即有 Ursell (1959)

等，探討造波板之移動擺幅（stroke）與波高之關係

等。隨著近二十年來的 80年代開始，電腦的迅速發

展與普及化，成就了許多不同的數值模式逐漸被開

發，從二維的數值水槽、直到目前極為熱門的三維

數值水槽，而採用的數值方法如有限差分法、有限

元素法、邊界元素法、無網格法等，許多在實驗室
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無法探索的物理現象亦可利用數值模擬來之方式來

加以探討。對於數值造波水槽所遇到的問題，如變

動的邊界及自由水面的非線性條件等，除了利用微

變法作解析或是將問題簡化成為線性問題後求解

外，有些則利用理論配合數值方法或直接以數值方

法解析非線性之問題。數值造波水槽之開發首先以

水箱內流體之擾動問題為基礎，配合造波理論之控

制方程式開發為數值波水槽，自由水面之線性條件

逐漸被高階之非線性條件取代，並考慮時變性問題。 
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關於三維數值水槽的開發過程，大多以研究二

維水槽之數值基礎來加以延伸推廣到三維模式。但

在三維造波水槽的開發方面，由於在開發三維數值

水槽的過程中，無論採用何種數值方法，所佈置、

設定的節點數量都遠遠超過二維數值水槽的節點

數，在模擬上較為困難。Boo 與 Kim (1994) 等人

考量非線性條件下，利用邊界元素法之高次元素

(HOBEM)方法所建立之數值模式來同時模擬二維

及三維之波浪問題，但所採用的為 Eulerian scheme

描述流體運動，且直接以造波條件代入邊界條件來

進行不規則波浪的數值模擬，而非採用造波機理

論。此模式隨即被 Kim與 Kim (1997)延伸為時間領

域之模式(THOBEM)來探討波、流對半潛式球體及

四方形柱體等之交互作用利變化及其溯上問題。

Celebi (1998)等利用 DBIEM及MEL法所建立之三

維水槽探討波浪行經圓柱體後之水面波形變化，同

樣直接在邊界上帶入波浪條件來模擬波浪，水槽之

邊界上並設有三個消波區段。Park、Kim以及Miyata 

(1999)在三維的數值水槽中運用完全非線性波的模

式，進行自由水面運動的模擬。Ikeno (2000)利用

BEM 以四邊形元素(quadrilateral element)所建立之

水槽來探討波浪通過浮體結構物後，非線性波浪之

變化。Kim (2001)等人運用有限差分法及時間差分

模擬出非線性的三維造波水槽。Grilli (2001, 2002)

等運用 BEM 配合時間差分模擬非線性的三維造波

水槽，並討論沒水結構於水槽中對波浪之影響。 

Chou (1996)等十多年來利用邊界元素法以

Lagrangian scheme配合時間差分觀念成功的開發並

利用二維造波水槽解析孤立波、週期波及隨機波浪

等受任意海底地形影響之反射、消能、碎波及變形

問題，同時也討論潛堤對波浪之影響。數值模式為

時變性之時間領域內解析波浪波動問題，解析過程

涉及變動邊界之問題，各邊界之形狀及形狀函數等

隨時間而改變，故屬於不定常之問題。本文以二維

水槽之研究為基礎，來進行三維水槽的模式建立與

造波模擬，運用四點節點元素所建立之數值模式，

即將三維水槽的界面切割呈許多微小的四邊形線形

元素，利用 BEM解析邊界值問題。由於 2D NWT

無法描述繞射之現象，故 3D 模式之建立能更確實

的模擬波浪受地形或結構物影響後的反射、折射與

繞射問題，並進一步探討任意港池之遮蔽效果。不

同於一般的 3D 水槽只是將波形條件視為已知條件

代入，為使本文之數值水槽更接近實際實驗室裡之

水槽，同時考量將來多方向入射波之模擬，本文模

式建立時採用目前世界上極為熱門的蛇型(serpent 

type)多方向不規則波造波機之造波條件，模擬時可

將造波邊界視為一系列各自獨立的活塞式造波機，

可模擬不同入射方向之造波。本研究將先以單方向

孤立波為例來檢驗模式之正確性，以便將來進一步

進行單方向及多方向之週期波、不規則波、短峰波

等的模擬。 

二、基本方程式及數值分析 

2.1 積分方程式 
如圖 1所示，虛擬三維數值造波水槽的座標原

點 O 定於靜水面 (x y− 與造波機靜止時的左側交

接處，z 軸垂直向上。造波水槽為由自由水面
1

Γ 、

虛擬多方向不規則造波機
2

Γ 、水槽右側不透水垂直

固定岸壁
3

Γ 、水槽左側不透水垂直固定岸壁 、

水槽後側不透水垂直固定岸壁及任意港池 及不

透水固定海底

4
Γ

5
Γ

6
Γ 所圍成的封閉領域。 

 

 
圖 1 三維數值平面水槽示意圖 



造波水槽內的流體假定為非壓縮性、非粘性、

非旋性的理想流體，流體從靜止狀態開始運動，即

造波水槽的流體運動具有滿足下列 Laplace 方程式

的速度勢 ( ), , ;x y z tΦ  
2 2 2

2 2 2 0
x y z

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ + =

∂ ∂ ∂
  (1) 

根據 Green定理，流體內任意一點的速度勢Φ可由

邊界上的速度勢及其在法線方向的導函數以下式積

分方程式表示 

 
*q dA q dAγΦ + Φ = Φ∫ ∫ *  (2) 

其中 

* 1/ 4q rπ=  ， * * /q q= ∂ ∂n  

r為流體內任意一點與邊界上任意一點間的距離，n

表示向外法線。對領域內任意一點 γ=1，對平滑的

邊界，當任意點相當接近邊界上時，γ=0.5。 
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       圖 2 無次度座標轉換示意圖 

 

2.2 積分方程式的離散化 
由於邊界由上述六個不同的邊界組成，故將上

式改寫成 
6 6

*

1 1p pp p
q dA q dA

Γ Γ
= =

Φ + Φ = Φ∑ ∑∫ ∫γ *          (3) 

本研究採用平面一次元素，由 x y z− − 轉換為

1 2ξ ξ η− − 的無次度座標系統，如圖 3 所示，形狀

函數為 

    

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

1 1 2

2 1 2

3 1 2

4 1 2

1 1 /
1 1 /
1 1 /
1 1 /

N
N
N
N

ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ

⎧ = − −
⎪ = + −

4
4
4
4

= + +⎪
⎪ = − +⎩

)

⎪
⎨               (4) 

對各邊界面以 個節點組成的平面一

次元素加以離散，並可得 

( 1 ~ 6
p

N p =

    
6 4 6 4

1 1 1 1 1 1

p pN N
s

i ij j
p j s p j s

h
= = = = = =

s
ij jgΦ + Φ =∑∑∑ ∑∑∑ Φ       (5) 

式中 

1 1
1 221 1

1 1
8 ij

s
ij s

rh N G d
nr

dξ ζ
π Γ− −

∂
= −

∂∫ ∫  (s=1~4)   (6) 

1 1
1 21 1

1 1
8 ij

s
ij sg N G d d

r
ξ ζ

π Γ− −
= ∫ ∫       (s=1~4)   (7) 

當 i ≠ j 時，本文採用 Guass積分進行數值積分

得 

2
1 1

1 1
8 ij

n n
s ilm
ij l m s

l m ilm

rh w w N
nrπ Γ

= =

∂
= −

∂∑∑ G  (s=1~4)  (8) 

1 1

1 1
8 ij

n n
s
ij l m s

l m ilm
g w w N

rπ
G

Γ
= =

= ∑∑       (s=1~4)   (9) 

式中 為源點 i至被積分元素 j的Guass積分點間

的距離。 
ilmr

P
1

ξ1

ξ2

P
2

P4 P3+1

+1-1

-1

Mapping

x

y

z

P
4 P

3

P
2

P
1

ξ1

ξ2
η

 

當 i = j 時，由於 / 0r n∂ ∂ = 得 

    0s
ijh =        (s=1~4)              (10) 

    對(9)式，當 i = j 時會產生特異值，所以必須

加以處理。如圖 3所示，對某一被積分元素，其節

點為 、 、 及， ，若討論節點為 時，先

將四邊形元素分割成兩個三角形元素 與

，再將其保角變換成正方形元素。 

1P 2P 3P 4P 1P

1 2 3PP P∆

1 3 4PP P∆

 

 
圖 3 奇異積分處理示意圖 

 

2.3 平行計算 
採用邊界元素法時，係數矩陣並不具有對稱的

特性，必須直接作逆矩陣的運算，運用在工程上描

述一個實際問題時，若所切割的元素太少，則無法

真實而正確的模擬出波浪之物理特性，然元素過多

則又相當耗時，比方說在最簡單的無地形地物之數

值水槽，當尺寸為 20m×20m×0.5m時，本文之自
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由水面的節點數為 1681，再加上其他五面的節點

數，大約為 2450個，再加上其他的邊界條件，所必

須處理的超大型矩陣相當的耗時，除了需要較高速

的電子運算器之外，更需要大量的記憶空間，以目

前的一般個人電腦或工作站是極難完成的。為解決

此問題，周等(2003，2004)利用所謂的叢集電腦技

術( 平行電腦，PC Cluster )來計算，此項技術雖然

發展的歷史不長，但在近十年來已開始被廣泛運

用。此法乃採取分工的做法，交由不同的電腦來作

運算，以提高運算之速度，效果令人滿意。本研究

將原本透過四部主機所組成的平行電腦延伸為由八

部主機來做大型矩陣的運算，將逆矩陣分割成六十

四個（8×8）子矩陣，透過八部主機同步計算以縮

短計算時間及解決矩陣過大的問題，並利用超高速

乙太網路設備解決叢集電腦內各主機間資料交換延

遲的相關問題。 

本研究是透過逆矩陣的分割來達成，假設有 n

個聯立方程式，使用逆矩陣的運算。遇數學上特異

點時，則運用保角映像法來消除；遇幾何學上邊界

的不連續時則利用三節點法來解決不同邊界條件之

共存問題。另外在數值計算之過程為減少誤差之累

積，以節點間距離平方之反比為權重加以平滑化，

未來可考慮其他多種不同的平滑方式。 
 

三、結果與分析 

3.1 孤立波造波模擬 
如前面所述，本文之模式採用蛇型多方向不規

則波造波機之造波條件，造波邊界上之元素可視為

一系列各自獨立的活塞式造波機，然實際在計算上

與真實的造波機不同，數值計算上各元素(各造波板)

間之運動會產生不連續現象，為解決此問題，在造

波邊界元素上令各節點為鉸鍊(hinge)，造波版間形

成練狀而非塊狀的，如圖 4所示，雖然未來可模擬

不同入射方向之入射波浪，但本文目前以測試等深

水槽單方向孤立波為例來檢驗模式之正確性。解析

領域各邊界以 個節點加以分割，即領域

內所有節點數

( 1 ~ 6)iN i =

1 2 3 4 5N N N N N N N= + + + + + ，其

中自由水面節點數 1 1681N = ，其餘各面分別為

、N 、N2 42N = 3 82= 4 82= 、N 、N5 82= 6 441= ，

水槽大小為 40h×40h×h(h 為水深=0.5m)，造波條

件為 / 0.2h =ζ ，時間差分間隔為 。圖 5

為孤立波造波過程之水面變化。在模擬過程中，數

值模式的穩定性與二維數值水槽之模擬過程相似，

courant 係數對模擬結果有很大的影響，根據石等

(1997)之研究結果，當時間間 ∆ 距若取太大，會導

致孤立波後面無法收殮而快速下降，使計算過程產

生不穩，三維水槽模式亦有此現象，然由於 3D 模

式之元素遠較 2D 模式多，計算時間相當耗時，故

該如何適當的選擇時間間距，實為模式成功的重要

關鍵之一。 

/100ct t∆ =

t

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

圖 4 數值水槽蛇形造波板示意圖 
 
 

 

 

 
 

圖 5 孤立波造波過程時自由水面之變化 



3.2 質能守恆(數值計算準確性) 
為探討本文模式之正確性，領域內流體之總能

量與總質量等必須遵守物質不滅原理，即能量守恆

(conservation of energy)與質量守恆(conservation of 

mass)定理。孤立波為單一波峰之波形，水面上之總

質量應等於造波板推出所排開之液體質量，而領域

內之總能量應等於造波板所傳遞之能量總合，當造

造波板推出後即停止，故總質量及總能量即應達成

一定值。理論上單位寬度之孤立波質量與能量之近

似值可由下列兩式求得： 

    24
3

M h
h

=
ζ                       (11) 

    28
3 3

E gh
h

=
ζρ ζ                   (12) 

 

圖 6 (a)、(b)所示分別為模擬孤立波之總能量與

總質量隨時間之變化，能量變化在波浪推出後即停

止，保持在一定值，而質量變化理論上亦應如此，

惟在孤立波推出後尾部有些微下降至水面以下，故

所顯示之曲線有些微下降，但此現象如前所述可以

適當的縮小時間間距或元素大小來加以改善。 
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(b)質量變化歷時 

 
圖 6孤立波造波過程之能量與質量變化歷時 

 

四、結論 

本文模式為初步以模擬單方向孤立波之造波

與傳遞過程驗證後，證實模式之正確性，未來將進

行週期波、不規則波之模擬，並推展到多方向之孤

立波，規則與波，不規則及短峰波之波造及驗證。

將平行計算由四部電腦推展到八部電腦同時計算，

以增加計算之速度，同時將增加分割元素數目使水

槽之範圍擴大至較合理長度與寬度，朝向解 40000

×40000 之超大型矩陣邁進，以便將來配置港池模

型或離岸結構物於水槽中，同時可搭配動畫軟體將

數值結果可視化。本文模式未來並可同時考量實際

實驗室的多方向造波水槽所面臨的有效造波區範

圍，將模式的單造波機區列增加為兩區列或三區

列，研發為所謂的 L型造波水槽或 U型造波水槽。 
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